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Resum

En aquest treball es presenta un nou metode per a la inversié cega de funcions no-lineals
mitjancant la gaussianitzacié del senyal observat. El métode es basa en restituir el caracter
aproximadament gaussia que presenta un senyal filtrat, gracies al teorema del limit central,
gue ha vist canviada la seva distribuci6 per I'efecte d’una funcié no-lineal. Inicialment, doncs,
aguest metode és Util per a la inversio de sistemes de Wiener, tot i que en els darrers
experiments realitzats s’han obtingut resultats interessants en sistemes purament no-lineals.
El treball presenta dues possibles parametritzacions, la primera basada en xarxes neurals i
la segona en polinomis. En els dos casos s'aconsegueix invertir la funcié desconeguda
sense tenir cap coneixement a priori ni del senyal original, ni del filtre, ni de la funcié no-
lineal que volem invertir.

Abstract

In this work a new method for the blind inversion of nonlinear functions is presented, based
on the gaussianization of the observed signal. The method restores the approximately
gausian character of the filtered signals, in accordance with the central limit theorem, that
has been modified by a nonlinear distortion. Then, this method is appropriate for the
inversion of Wiener systems, but in the latest experiments we have carried out, some
interesting results have been obtained for a purely nonlinear system. This work develops two
possible parameterizations. The first one is based on neural networks (multi-layer
perceptron) and the second one uses a polynomial parameterization. In these two cases, we
obtain the inverse function without having any a priori knowledge neither of the original
signal, nor of the filter, nor of the nonlinear function.

Resumen

En este trabajo se presenta un nuevo método para la inversién ciega de funciones no-
lineales mediante la gausianizacién de la sefial observada. El método se basa en restituir el
caracter aproximadamente gausiano que presenta una sefial filtrada, gracias al teorema del
limite central, que ha visto modificada su distribucién por el efecto de una funcién no-lineal.
Inicialmente este método es Util para la inversion de sistemas de Wiener, aln que en los
Ultimos experimentos realizados se han obtenido resultados interesantes en sistemas
puramente no-lineales. El trabajo presenta dos posibles parametrizaciones, la primera
basada en redes neuronales y la segunda en polinomios. En los dos casos se consigue
invertir la funcion desconocida sin tener ningdn conocimiento a priori ni de la sefial original,
ni del filtro, ni de la funcién no-lineal a invertir.
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1 Introduccio

Quan els models lineals fallen, els models no-lineals apareixen com una técnica potent,
gracies a les seves capacitats d'aproximacio, per modelar situacions practiques. Exemples
de sistemes no-lineals els trobem en molts llocs: en el canal d'enllag entre una estacié
terrena i un satéllit, o bé en enllagos de microones que estan formats per un filtre lineal
seguit per un amplificador TWT (travelling wave tube), no-lineal i sense memoria [1]. Altres
exemples els podem trobar, en general, en qualsevol sistema d’adquisicié de senyal, on el
sensor presenta normalment un comportament no-lineal (seria el cas d’adquisicié de senyal
de veu, mitjangcant un microfon que té clarament una resposta no-lineal si I'entrada supera
un valor determinat d’amplitud). La identificaci6 d’aquests tipus de sistemes és, per tant,
molt interessant tant des d’un punt de vista tedric com practic.

La major part de recerca feta fins a I'actualitat per a la identificacié o la inversié d'aquest
tipus de sistemes es basa en correlacions creuades d'ordre superior entre I'entrada i la
sortida [2], o en I'aplicaci6 dels teoremes de Bussgang [3] i Prices [4], en el cas de sistemes
no lineals amb entrades gaussianes. Aquests metodes assumeixen que es disposa de
I'entrada al sistema no-lineal. No obstant, en situacions reals normalment aguesta entrada
no esta disponible. Per tant, és necessari utilitzar tecniques d'identificaci6 cegues per
identificar o invertir aquests sistemes no-lineals.

En aquest treball ens centrarem en un cas particular de sistemes no-lineals, formats per un
filtre lineal i invariant en el temps (LTI) seguits d’'una distorsid no-lineal sense memoaria
(funci6 f), tal com es mostra a la figura 1. Aquesta classe de sistemes no-lineals, coneguts
com a sistemes de Wiener, no és un simple model matematic més o menys atractiu siné que
es troba en diferents arees com ara en biologia (en I'estudi del sistema visual [5], 0 en la
relacié entre la longitud d’'un muscle i la seva tensié [6]), en la indUstria (descripcié d'una
planta de destil-lacié [7]), en sociologia i psicologia, i en molts d'altes ambits (vegeu [8] i les
seves referéncies).

A partir del treball de Taleb et al. [9], proposem un nou métode d'inversié de sistemes de
Wiener en el qual el criteri d'inversié de la distorsid no-lineal f és independent del criteri
d’inversié del filtre h. D'aquesta manera s’aconsegueix una convergéncia molt rapida del
sistema i se separa el funcionament de les dues parts (lineal i no-lineal).

f()

s(t) X(t) e(t)
Y > f _—

Figura 1: sistema de Wiener

En aquest treball descriurem el nou métode proposat per a la compensacié de la part no-
lineal. La part lineal es pot invertir, tal com es mostra en [10] mitjancant la minimitzaci6 de la
informacié mutua de la sortida.

2 Model i assumpcions

Suposarem que l'entrada al sistema, s(t), és un procés desconegut, independent i
idénticament distribuit (iid) i no-gaussia, i que els subsistemes h i f sén també desconeguts i
invertibles.
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Estem interessats en recuperar s(t) a la sortida del sistema d'inversié, observant només la
sortida, e(t), del sistema de Wiener. Aixo implica el disseny d’'una estructura cega d'inversio.
Aquesta estructura estara formada, com en el sistema de Wiener, per un filtre LTI i una
funcié no-lineal, pero en ordre invers; és a dir, primer la funcié no-lineal i després el filtre
lineal, tal i com es mostra a la figura 2. Aquest tipus d’estructura rep el nom de sistema de
Hammerstein, on la funcié no-lineal g s’ocupa de compensar I'efecte de f, i el filtre v de
compensar 'efecte de h.

a()
e(t) z(t) y(t)

-

Figura 2: sistema de Hammerstein
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3 Maximitzacio de I’entropia

El metode que proposem es basa en la segiient observacio: donat que hom suposa que el
senyal s(t) és iid i no gaussia, tindrem un senyal x(t) aproximadament gaussia, degut al
teorema del limit central , i aquesta gaussianitat es perdra en e(t) degut a I'efecte de la
funcié no-lineal f. Aixi, doncs, forcant d’obtenir un senyal que sigui aproximadament gaussia
a la sortida de g, és a dir, que el senyal z(t) sigui més gaussia que el senyal e(t),
recuperarem una bona aproximacié del senyal buscat x(t).

Com que per a una variancia fixada la distribucié gaussiana és la que presenta I'entropia
més gran, proposem forcar la gaussianitat de z(t) a partir de la maximitzacié de la seva
entropia: Max(H(z)). Per dur a terme aquesta tasca, parametritzarem convenientment la
funci6 a determinar, g, i estimarem els parametres mitjancant un métode de gradient.

Presentarem dues possibles parametritzacions de la funcid6 g. La primera solucié esta
basada en una parametritzacié amb una xarxa neural, concretament un perceptré multicapa
(PMC), i la segona en una parametritzacié polinomica.

3.1 Parametritzaciéo amb una xarxa neural

La idea d'utilitzar un perceptré multicapa va sorgir pel fet que, pel teorema d’aproximacio de
Kolmogorov es demostra que un PMC pot realitzar qualsevol funcié arbitraria, per la qual
cosa, si existeix la funcié inversa de f s’ha de poder implementar amb un PMC. De fet, el
teorema garanteix I'existéncia perd no indica com trobar els coeficients ni la forma de les

funcions 0'(-) del perceptro.

Sigui, doncs, l'estructura de la figura 3 per al PMC, amb N neurones a la capa oculta. Si
volem implementar la funcié no-lineal g(-) amb la xarxa neural de la figura, necessitarem les
derivades de H(z) respecte dels parametres de la xarxa.

De I'observacio de la figura 3 podem escriure:
N

ge)=2 wia(he-b;) @

i=1

Documents de Recerca © 2002 Universitat de Vic



)

Figura 3: Estructura de la xarxa neural utilitzada per a la implementacié de g

llavors, de la figura 1 obtenim:

N
e(t))=> wio(he(t)-b;) 3)
i=1
y(t)=(v* x)t)= > v(i)g(e(t -i)) @)
Per tant, les derivades de H {Zlog g'le } gue necessitarem per construir

el metode de gradient seran:

e respecte de wp:

oWy W zi'ilwihia/(hie(t)_bi)awp

_E{ h,o'(h,et)-b, ) } )
ZiNzlwihiO"(hie(t)_bi)

oH@EZ)_ o Ellog(g'(e(t))]= E{ 1 " ’(e(t))] :

e respecte de hy:

oH(z) _ w, (e(t)h,o”(hpe(t)-b, )+ o'(hyelt)-b, )
oh Z Wihio(hie(t) ;)

(6)
p
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e respecte de by:

oH(z) . —thpa"(hpe(t)—b )

_ p
d, SN who “
Utilitzant aquests resultats, I'adaptacio dels parametres es fara com:
_ hyo'(h,e(t)-b,) o
zi’ilWi hio'(hie(t)-b;)
Ah=E Wp (e(t)hpa”(hpe(t)— b, )+ G'(hpe(t)_ by )) ©
zi’ilWi hio'(hie(t)-b;)
oo w,yhoo”(he(t)-b, ) w0

E
S i (elt)-b)

Finalment, doncs, l'algorisme de gradient per a l'estimacié de la funci6 g amb el PMC
quedara com:

W <— W+ 2, AW

h < h+ u,Ah (12)
b <« b+ g,Ab

3.2 Parametritzacié amb un polinomi

El metode anterior, tot i ser general gracies al teorema d’'aproximacié de Kolmogorov, té
l'inconvenient de la gran quantitat de parametres a estimar (tres per a cada neurona). Aix0
fa que I'estimaci6 de g sigui computacionalment costosa. La idea d'utilitzar un polinomi per a
la parametritzacié de la funcié g, doncs, va sorgir per intentar obtenir un algorisme més
eficient en temps de calcul. A més, degut a que la funcié a invertir ha de ser bijectiva, la
funcié g no pot ser periddica, per la qual cosa és innecessari proposar un desenvolupament
amb funcions trigonometriques.

Sigui, doncs, el seglient polinomi de grau N per a g(+):
N+1
gt)=> at"* (12)
n=1
llavors, de la figura 1 obtenim:
N+1

x(t)=g(e(t)= > aelt)" (13)

n=1
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yt) =% )= Y viglelt - 1) 1)

j=—c0

Si volem implementar la funcié g amb aquest polinomi, necessitarem les derivades de H(z)
respecte dels coeficients del polinomi:

(15)

e [z< —1>e<r>"2] (- 1k

Finalment, doncs, I'algorisme de gradient per a I'estimacio de la funcié g amb el polinomi
quedara com:

a < a+ uAa (16)

4 Resultats

4.1 Parametritzaciéo amb polinomi

En aquest primer experiment presentem els resultats obtinguts en una simulacio realitzada
mitjancant parametritzacié polinomica amb un polinomi de grau N = 10. El senyal d’entrada
era un soroll de distribucié uniforme i T = 1000 mostres. El filtre desconegut h era un filtre de
dos coeficients, h = [1, 0.5], i la funci6 no-lineal desconeguda era de la forma
f=0.1*x+tanh(5*x).

A la figura 4 es mostra I'histograma del senyal inicial s(t), del senyal filtrat x(t) i del senyal
observat e(t). Es comprova que el senyal s(t) és de distribucié uniforme, el senyal x(t)
presenta una distribucié més gaussiana degut a I'efecte del filtre, encara que sigui un filtre
de només dos coeficients, i el senyal e(t) presenta una distribucié molt lluny de la gaussiana,
degut a I'efecte de la distorsio (funcié no-lineal f).

350

200

Figura 4: d’esquerra a dreta, histogrames de s(t), x(t) i e(t), respectivament.
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L'algorisme va convergir en 50 iteracions, i el resultat obtingut es mostra a la figura 5. A
I'esquerra de tot es pot observar la funcié no-lineal f. Al centre, la funcié no-lineal g estimada
mitjancant I'algorisme, i a la dreta la composicié de les dues funcions. Es pot comprovar
com aquesta composicié és essencialment lineal, i per tant es demostra que la funcio g
obtinguda és la funcié f*.
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Figura 5: d’esquerra a dreta, les funcions f, g i (g.f), respectivament.

Numeéricament, I'error residual que s’obté a la sortida (NSR) és de -19.1849dB, que indica,
per tant, una millora de gairebé 20 dB en la relacié SNR.

4.2 Parametritzaciéo amb xarxa neural

En aquest segon experiment presentem els resultats obtinguts en una simulacié realitzada
mitjancant parametritzacié amb un perceptrd6 multicapa de 7 neurones a la capa oculta. El
senyal d’entrada era un soroll de distribucié uniforme i T = 100 mostres. El filtre desconegut
h era un filtre de nou coeficients, h = [-0.0082, 0, -0.1793, 0, 0.6579, 0, -0.1793, 0, -0.0082], i
la funcié no-lineal desconeguda era de la forma f = 0.1*x+tanh(3*x).

A la figura 6 es mostra I'histograma del senyal inicial s(t), del senyal filtrat x(t) i del senyal
observat e(t). Es comprova, com en I'experiment anterior, que el senyal s(t) és de distribucio
uniforme, el senyal x(t) presenta una distribucié més gaussiana degut a I'efecte del filtre, i el
senyal e(t) presenta una distribuci6 molt lluny de la gaussiana, degut a l'efecte de la
distorsio (funcié no-lineal f).

Figura 6: d’esquerra a dreta, histogrames de s(t), x(t) i e(t), respectivament.

L'algorisme va convergir en 40000 iteracions, i el resultat obtingut es mostra a la figura 7. A
I'esquerra de tot es pot observar la funcié no-lineal f. Al centre, la funcié no-lineal g estimada
mitjancant I'algorisme, i a la dreta la composicié de les dues funcions.
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Figura 7: d’esquerra a dreta, les funcions f, g i (g.f), respectivament.

Numeéricament, I'error residual que s'obté a la sortida (NSR) és de -14.3399 dB, que indica,
per tant, una millora de gairebé 15 dB en la relacié SNR.

5 Conclusions

En aquest treball s’ha presentat un nou métode per a la inversié cega de funcions no-lineals,
basat en la gaussianitzacio del senyal observat. Aquestes funcions no-lineals ens apareixen
en els sistemes de Wiener, els quals, per tant, els podem invertir mitjancant la utilitzacio
d'aquest métode per a la part no-lineal, i del métode basat en la minimitzacié de la
informacié muatua per a la part lineal.

Els resultats obtinguts en els experiments realitzats demostren el bon funcionament del
meétode proposat. La parametritzacié polinomica ens permet obtenir un algorisme rapid i
precis per a la inversio de funcions invertibles amb polinomis. Sortosament, la majoria de les
funcions no-lineals que trobem en casos reals sén del tipus saturant (tanh(-)), que permeten
una inversié amb polinomis d’ordre petit. Per als casos de funcions no-lineals no invertibles
amb polinomis, podem utilitzar la parametritzaci6 amb un perceptré6 multicapa. En aquest
cas, el sistema consumeix més temps de calcul degut al gran nombre de parametres a
estimar. Aix0 no obstant, la parametritzacio polinomica ens permet invertir qualsevol tipus de
funcio invertible, sigui quina sigui la seva forma, gracies al teorema de Kolmogorov.

Actualment estem treballant en I'aplicacié d’aquest algorisme a senyals reals, no iid, i que
per tant no compleixen les hipotesis de partida. En experiments preliminars realitzats amb
senyals no iid, els resultats obtinguts també han estat satisfactoris. Aixi mateix, estem
acabant de desenvolupar un algorisme basat en estadistics d’ordre que permet la inversio
instantania de la funcié no-lineal, en una sola iteracio, i que déna resultats molt bons fins i
tot en situacions adverses (per exemple, sense filtre inicial h).
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